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Sciences.ch Théorie des Ensembles

EXERCICE 1.

Niveau : Premier Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (16.03.05)
Mots Clés : Unions, intersections

Enoncé :
Soit X un ensemble et (A )I une famille de sous-ensembles de X indexée sur I (I un ensemble

quelconque). Nous notons pour tout B< X, B® = {x eX|x¢ B} le complémentaire de B.

c
On verifie facilement que (BC)C = B. Montrer les relations suivantes : [UAJ = ﬂAf ,
| |

] -Us
Solution :

c
Dire qu'un élément x € X appartient a (UAJ est équivalent a dire que x ¢ | JA et cette
| |

derniére affirmation est équivalente a dire que x n'appartient a aucun des A donc (c'est

toujours une équivalence) x appartient a tous les A" c'est-a-dire x e ﬂ A . Ainsi
|
c

c
(UAJ =(") A’ - Pour montrer que [ﬂ A] =(JA® on utilise le premier point. En effet,
| | | |

C
(U Afj = ﬂ A (par le premier point). Donc en prenant le complémentaire des deux cotes de
| |

c
'égalité nous obtenons | JA® = (ﬂ Aj :
|
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Sciences.ch Théorie des Ensembles

EXERCICE 2.

Niveau : Premier Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (16.03.05)
Mots Clés : Différence symétrique

Enoncé :
Soit X un ensemble. Nous définissons I'opération de différence symétrique par : pour tout

ABc X, AAB=(A\B)uU(B\A). Montrer que (P(X),A,N) estunanneau (A joue le role
de l'addition et ~ celui de la multiplication).

Solution :

(P(X),A) est un groupe commutatif. En effet & est I'élément neutre pour A, si Ac X alors
AAA = (A est son propre opposé) et il est évident que AAB = BAA. L'associativité est aussi
verifiée car AA(BAC) = A\(BAC)uU (BAC)\A=A\(B\CuC\B)u(B\CUC\B)\A.
Or

A\(B\CuUC\B)=ANn(B\CuUC\B)=ANn(B*UC)n(C°uUB)
=(ANB*NC°)U(ANCNB) et

(B\CUC\B)\A=(B\CUC\B)n A :((BmCC)U(CmBC))m AC

=(BNC N A)U(CNB N A"). Ainsi
AA(BAC)=(ANB*NC)U(ANCNB)U(BNC NA")U(CNB°NA").D'unautre
cote, (AAB)AC = CA(BAA) et en permutant les roles de A et C on peut réutiliser les calculs
ci-dessus. Nous obtenons,

(AAB)AC =CA(BAA) = (CNB N A )YU(ANCNB)U(BNC A )U(ANB*NC®) ce
qui montre que (AAB)AC = AA(BAC).

Il ne reste qu'a vérifier la distributivité.
ANn(BAC)=ANn(B\CuC\B)=(AnB\C)uU(AnC\B).Or

(AnB\C)=(AnB)\(AnC) et ANC\B=(ANnC)\(AnB).Donc
AN (BAC)=((AnB)\(ANC))U((ANC)\(ANB))=(ANB)A(ANC).
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Sciences.ch Théorie des Ensembles

EXERCICE 3.

Niveau : Premier Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (16.03.05)
Mots Clés : Applications et ensembles

Enoncé:

Soit X,Y deux ensembleset f: X —Y une application. Montrer que si (Ai)| est une

famille de sous-ensembles de Y alors f‘l{UAJ =JfH(A) et f‘l[ﬂ A ] =N fHA).
| | | |
Montrer aussi que pour BcY, fH(Y\B)=X\f*(B).

Solution :

e (U sien e oaictne i e xeUra) oo poe
I |

|
xe fH(Y\B)e f(X)eY\Be f(X)¢B o xe f(B) < xe X\ f(B) ce qui prouve

que (Y \B)= X\ f~*(B). Pour finir, en utilisant les deux premier résultats,

Ao ellow]] -]y

que f‘l[UAJ ={Jf™(A).Pour BSY nous avons,
|
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Sciences.ch Théorie des Ensembles

EXERCICE 4.

Niveau : Premier Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (16.03.05)
Mots Clés : Ensembles et applications

Enoncé :

Soit X,Y deux ensembleset f: X —Y une application.

1. Soit (A ), une famille de sous-ensembles de X . Montrer que : f [UA] =Jf(A)
|

et f (ﬂ Ai] c ﬂ f (A) . Donner un exemple ou la deuxiéme inclusion est stricte.
| |

2. YABc X, f(AnB)=f(A) N f(B) < festinjective.

Solution :
1. ye f(LIJAJQHXELJA,y= f(x)<=Jjel,IxeA,y=f(x)
<Jjel,ye f(A)<=yelJf(A). Donc f[UAszf(A).
i i i
ye f(OA]QHXEOA,yZ f(x)=Viel,IxeA,y=f(x)

oViel,ye f(A)< ye()f(A). Donc f[ﬂAjgﬂf(A).Si on considére
| | |

l'application x — x* de R — R alors f ([-1,0]1[0,1]) = f (0) ={0} mais
f([-1,0]) » f([0,2]) =[0,]] .

2. Supposons que YA,Bc X, f(AnB)= f(A)n f(B) etsoit x,x' e X tels que
f(x)= f(x) alors x=x" carautrement & = f ({X}{x}) = f ({x}) N f({x}) = f(¥)
ce qui est absurde. Réciproquement, supposons f injective. Soit A,B < X et
ye f(A)n f(B) alorsil existe ac Aetbe B telsque y=f(a)= f(b).Cequi
entraine a=be AnB,donc ye f(AnB) etvuque f(AnB)c f(A)n f(B)
nous avons f(ANB)=f(A)n f(B).
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Sciences.ch Théorie des Ensembles

EXERCICE 5.

Niveau : Premier Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (16.03.05)
Mots Clés : Ensembles, applications et relations

Enoncé :
Soit f : A— B une application d'un ensemble A a un ensemble B. On définit la relation R
suivante Vx,y € A, xRy < f(x) = f(y).

1. Montrer que R est une relation d'équivalence.

2. Soit A/R I'ensemble des classes d'équivalence pour la relation Ret 7: A— A/R la
projection canonique. Montrer que R induit une application injective f : A/R — B

vérifiant f = for.
Solution :

1. xRxcar f(x)= f(x). xRy < yRx (symetrie de I'égalité...). Enfin
XRy etyRz < f(x)= f(y)= f(z) donc xRz.

2. Pourtout ac A, onpose f(z(a)):="f(a). f nedépend pas du représentant a choisi
mais seulement de la classe de a, en effet si aRb alors f(a)= f(b). Ainsi f est bien
définieet f = f ox. f estinjective car
f(7(a)) = f(z(b)) & f(a)= f (b) = aRb < z(a) = z(b).
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Sciences.ch Théorie des Ensembles

EXERCICE 6.

Niveau : Deuxiéme Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (16.03.05)
Mots Clés : Ensembles, applications

Enoncé :

Soit f : A— B une application surjective. Montrer (utiliser I'axiome du choix) qu'il existe
une application injective g:B — A telleque f og=id (ou id est I'application identité).

Solution :

Soit ¢: P(A)\{J} — A une application choix (c'est-a-dire YC < A,#(C) € C). Posons pour
tout be B, g(b) =¢(f*1(b)). Alors Vb eB, f og(b) = f (¢(f‘1(b))) =b car

¢( f -l(b)) e f(b). Ainsi fog=id et g est injective car

g(b) =g()= f(g(b)) = f(g(b))=b=b".
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Sciences.ch Théorie des Ensembles

EXERCICE 7.

Niveau : Deuxiéme Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (16.03.05)
Mots Clés : Ensembles ordonnés

Enoncé :

Soit X un ensemble ordonné non vide. Notons < I'ordre sur X. Montrer que nous avons
I'équivalence suivante : tout sous-ensemble non vide de X posséde un élément

maximal < toute suite croissante (X, )N d'éléments de X est stationnaire.

Solution :

Montrons I'implication = . Soit (x, )N une suite croissante. Considérons I'ensemble non vide

{x,|neN}. Par hypothése, {x, |neN} posséde un élément maximal. Notons x,, cet

élément (m e N). Alors pour tout n>m, x, < x, et par maximalite on en deduit x,, =X, . Ce
qui montre que la suite est stationnaire.

Montrons <. Soit A< X non vide et supposons que A ne possede pas d'élément maximal.
Soit a, € A, il existe a € A tel que a, <a, (vu que a, n'est pas maximal) avec le méme

raisonnement on obtient I'existence d'un élément a, € A tel que a, <a, <a, etc. Nous

voyons donc qu'il est possible de construire une suite strictement croissante (an) ce qui est

N
absurde vu que toutes les suite croissantes sont stationnaires.
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Sciences.ch Théorie des Ensembles

EXERCICE 8.

Niveau : Premier Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (16.03.05)
Mots Clés : Cardinal de I'ensemble des parties

Enoncé :

Soit E un ensemble. On note P(E), parfois aussi 2, I'ensemble des parties de E (on rappelle
gu'une partie est un sous-ensemble de E). Montrer que si E est un ensemble fini alors P(E)

posséde 2¢4¢E) gléments (ou Card (E) est le cardinal de E ).

Remarque : ceci justifie la notation 25 employée certaines fois pour désigner I'ensemble des
parties de E.

Solution :

n
Notons n=Card(E). Pourtout 0<k <n,ilya (kj sous-ensembles de E a k éléments.

n

Donc Card 77(E) :Z( j (L+1)" par la formule du bindme. C'est-a-dire

Card(P(E))=2
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Sciences.ch Théorie des Ensembles

EXERCICE 9.

Niveau : Premier Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (16.03.05)
Mots Clés : Applications

Enoncé :

Soit A,B,C,D des ensembles, f une application de A dans B, g une application de B dans C et
h une application de C dans D. Montrer que si go f et hog sont bijectives alors f,g,h sont
bijectives.

Solution :

Si go f est bijective alors g est surjective et f injective (facile a voir). De méme, hog
bijective entraine h surjective et g injective. Ainsi, g est bijective. Soit b e B, il existe ae A
tel que go f(a) = g(b) mais vu que g est bijective, cette égalité entraine f(a)=Db.Donc f
est bijective. Si h(c) = h(c’) alors il existe b,b" € B tels que c=g(b) et ¢’ = g(b") et par suite,
h(g(b)) =h(g(b")). hog est bijective donc b =Db’ et par conséquent ¢ =c’. Ainsi, h est
bijective.
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Sciences.ch Théorie des Ensembles

EXERCICE 10.

Niveau : Premier Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (16.03.05)
Mots Clés : Ensembles et applications

Enoncé :

Soit X un ensemble. Montrer qu'on a I'équivalence suivante : X est infini ssi pour toute
application f: X — X il existe Ac X nonvide, A= X tel que f(A)cA.

Solution :

Montrons <. Si X est fini alors nous pouvons écrire X ={x,...,X,} avec ne N".
Considérons l'application f : X — X définie par f(x) =X, Si i<n et f(x,)=x.Nous
voyons facilement que f(A) < A entraine A= X . Ce qui est contradictoire. Donc X est
infini.
Montrons = . Supposons qu'il n'existe pas de Ac X comme dans I'énonceé. Soit x € X .
Posons A={f"(x)|neN} ot fO(x)=x et f"(x)= fofo..of(x). Nous vérifions

n fois
immédiatement que f(A) < A. Par hypothese, ceci entraine X = A. Or pour n<m on a

f"(x) = f™(x) car autrement A= {x, f(x),..., fm(x)} et donc X est fini. Considérons alors

I'ensemble B = { f"(x)|n 21} qui est strictement contenu dans X. Ona f(B) < B ce qui est

manifestement en contradiction avec notre hypothése. Donc I'hypothese est fausse et il existe
bien un ensemble Ac X nonvide A= X tel que f(A)c A.
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Sciences.ch Théorie des Ensembles

EXERCICE 11.

Niveau : Premier Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (16.03.05)
Mots Clés : Ensemble des parties

Enoncé :

Voici un résultat dd a Cantor. Soit X un ensemble non vide. 1l n'existe pas d'application
surjective f: X — P(X) (ou P(X) est I'ensemble des parties de X). [Indication : considérer

I'ensemble {x e X |x ¢ f(x)}].

Solution :

Supposons que f : X — P(X) est surjective. Alors il existe y € X tel que
f(y)={xe X |x¢ f(x)}. Etonvoitque ye{xe X |x¢ f(X)] < ye{xe X |x¢ f(x)} ce
qui est absurde.
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EXERCICE 12.

Niveau : Deuxiéme Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (16.03.05)
Mots Clés : Ensemble ordonnés, axiome du choix et lemme de Zorn

Enoncé :

Cet exercice a pour but de montrer que le lemme de Zorn implique I'axiome du choix. Soit
X,Y des ensembles non vides. On définit E ={(A, f)|Ac X,A=J, f : A—Y}. On définit la

relation < sur E par (A, f)<(B,g) < AcBetVaecA f(a)=g(a).
1. Montrer que < est une relation d'ordre sur E.

2. Soit (YX)XEX une famille de parties de Y avec Y, = & pour tout x € X . Soit S le sous-

ensemble de E constitue par les eléments (A, f) tels que Vae A, f(a) €Y, . Montrer

que S est non vide et que (S,<) est inductif. (On rappelle qu'un ensemble ordonné est
inductif si toute partie totalement ordonnée possede un majorant).

3. Déduire de 2. que le lemme de Zorn implique lI'axiome du choix. (On rappelle que le
lemme de Zorn dit que tout ensemble ordonné et inductif posséde un élément
maximal).

Solution :

1. Laréflexivité est évidente. Si (A, f)<(B,g) et (B,g)=<(A, f) alors A=B et f =g.
Si (A f)=<(B,g) et (B,g)=<(C,h) alors Ac Bc C et VbeB,h(b) =g(b) afortiori
pour tout a e Ah(a)=g(a) = f(a). Donc (A, f)<(C,h).

2. Sestnon vide car soit xe X et yeY, alors ({x},f)eS avec f :{x}—>YVY,

f(x)=y. Soit W < S une partie totalement ordonnée. On pose U = U Aou
AeD

D={AeP(X)|3f:A>Y telque (A, f)eW}.Si xeU , il existe Ae D tel que

X € A. Par suite il existe f: A—Y tel que (A, f) eW . On définit I'application

¢:U Y par VxeU,¢(x) = f(x). Montrons que ¢ est bien définie, c'est-a-dire
qu'elle ne dépend ni de A ni de f. En effet si (B,g) eW etque x e B alors vu que W
est totalement ordonné ona (A, f)=<(B,g) ou (B,g)=<(A, f) et de toute facon
f(x)=g(x). (U,p)eS caren reprenant les notations d'avant, pour xeU ,

#(x) = f(x) etvuque (A, f)eWcS, f(x)eY,.Donc ¢(x) eY,. De plus, (U,9)
majore W en effet, si (B,g) eW alors B cU (par définition de U) et pour tout b € B,
#(b) = g(b) (par définition de ¢). (S,<) est donc inductif.

3. Sidans 2. onprend X =P(Y)\{J} et pour tout x e X ,Y, =x alors par Zorn, S
possede un élément maximal. Notons-le (M, 7). M = X car autrement il existe
K € X \M . Dans ce cas on peut définir I'application ¢ : M U{K}—>Y par
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Sciences.ch Théorie des Ensembles

@(A) =7z(A) pourtout Ac M et o(K)=y avec y e K quelcongue.
(M uU{K},p)eS et (M, 7)< (M U{K},p) ce qui contredit la maximalité de (M, ).
Ainsi (X,7) e S ce qui veut justement dire que 7 est une fonction choix sur Y.
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Sciences.ch Théorie des Ensembles

EXERCICE 13.

Niveau : Deuxiéme Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (30.12.04)
Mots Clés : Extensions finies de corps, séparabilité

Enoncé :

Soit L/K une extension de corps, algébrique et séparable. On suppose gu'il existe n>1 tel
que pour tout x e L, [K(x): K] <n. Montrer que dans ce cas L/K est une extension finie et
que [L:K]<n.[Indication: si x € L est de degré maximal, c'est-a-dire

vy e L,[K(y): K]<[K(x): K], montrer en utilisant le théoréme de I'élément primitif que
pour tout ye L, K(x,y)=K(x)].

Solution :

Soit x e L de degre maximal et soit y € L. Nous avons les inclusions K < K(x,y) < L.

L/K séparable entraine K(x,y)/K séparable. x,y étant algébriques sur K, K(x,y)/K est
une extension de degré fini. Par le théoreme de I'élement primitif, il existe z € K(x,y) tel que
K(x,y)=K(z). Ainsi [K(x):K]<[K(2): K] et par maximalité de x, [K(x): K]=[K(z): K]
et donc K(x) =K(z) =K(x,y). Nous venons de montrer que y e L = y € K(x), c'est-a-dire
L = K(x). Par suite L/K est une extension finie de degré <n.
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EXERCICE 14.

Niveau : Premier Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (30.12.04)
Mots Clés: Sous-groupes du groupe des permutations

Enoncé :
Demontrer que tout groupe fini d'ordre n est isomorphe a un sous-groupe de S, (ou S, est le

groupe des permutations). [Indication: Considérer I'application ¢:G — Perm(G), ou
Perm(G) est le groupe des permutations des éléments de G, définie par ¢(g)(X)=9g-Xx ].

Solution :
L'application ¢ :G — Perm(G) est un homomorphisme car

@(9;- 92)(X) = 91 - 9, - X = 0y - 9(9,)(X) = (9, )((9,)(X)) = ¢(9y) ° (9,)(x) . De plus
»(9)=id & VxeG,g-x=x< g =1 ce qui prouve que ¢ est injective. On termine en
remarquant que Perm(G) =S, (n=|G|).
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EXERCICE 15.

Niveau : Deuxiéme Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (30.12.04)
Mots Clés : Groupes finis

Enoncé :
Montrer que pour tout groupe fini G, si |G| = p? avec p premier alors G est abélien.
[Indication: utiliser I'équation des classes |G|=|Z(G)|+ > _|Conj(x)| ot

xeY

Z(G) = {g eG|VxeG,gx= xg} est le centre de G (c'est un sous-groupe), Y est un systéme

de representants pour les classes de conjugaison qui contiennent au moins deux éléments et
Conj(x) est la classe de conjugaison de x.]

Solution :

Z(G) est un sous-groupe de G et donc |Z(G)| divise |G| ce qui entraine [Z(G)|e {1, P, pz}.
Supposons |Z(G)| =1.Danscecas Y = . Notant S, = {g eG|gxg™= x} le stabilisateur de
X (c'est un sous-groupe) on sait que |S,|-|Conj(x)|=|G|. Ainsi |Conj(x)| divise p’ etsi xeY
ona |Conj(x)| € { P, p2} , de plus |Conj(x)| = p? étant impossible on a forcément

IConj(x)|= p et donc p divise |G| > |Conj(x)|=|Z(G)|=1 ce qui est absurde. Par

xeY
conséquent |Z(G)|= p ou p*. |Z(G)|= p est aussi impossible car sinon pour xeY ,
|S,|-|Conj(x)| = |G| implique |S,|=p et vu que Z(G) = S, on aurait Z(G) =S, et par suite
xeS, =Z(G) ce qui est absurde. Donc |Z(G)| = p* =G| et G est abélien.
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EXERCICE 16.

Niveau : Premier Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (30.12.04)
Mots Clés: Sous-groupes de 7Z

Enoncé :
Déterminer les sous-groupes de 7Z .

Solution :

Si n est un entier, I'ensemble des multiples de n noté n-Z est un sous-groupe de Z . Nous
allons montrer que tous les sous-groupes de Z sont de ce type.

Soit G < Z un sous-groupe. Notons n le plus petit entier strictement positif appartenant a G.
Soit me G. Divisonsmparn: m=q-n+r (0<r<n). r=m-q-neG et par minimalité
den,r=0.Donc G=n-Z%Z.
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EXERCICE 17.

Niveau : Deuxiéme Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (30.12.04)
Mots Clés : Groupe dérivé

Enoncé: Soit G un groupe. Pour tout a,b € G on note [a,b]:=aba'b™. Les éléments [a,b]
sont appelés commutateurs. On définit le groupe dérivé D(G) comme étant le sous-groupe de
G engendreé par les commutateurs.

1)
2)

3)

4)

Démontrer que D(G) est normal.

Démontrer que pour tout sous groupe normal H c G, G/H est abélien ssi
D(G)cH.

G/D(G) est I'abélianisé de G . Démontrer que deux groupes isomorphes ont des
abélianisés isomorphes.

Deéterminer le groupe dérive et I'abélianisé de S, (le groupe des permutations) pour
n > 3. [Indication: demontrer que le sous-groupe Alt(n) = {0' €S, le(o) = l} ,ou g
est la signature, est engendre par les 3-cycles. En déduire que Alt(n) < D(S,) .]

Solution:

1.

Soit xeG.
x[a,b]x* = xaba b Ix 7 = xax 'xbx *xa x 'xbx ! =[xax !, xbx ] e D(G) ce qui
prouve la normalité de D(G) (tout elément de D(G) est produit de commutateurs).

Si G/H abélienet 7:G — G/H est la projection canonique z([a,b]) = z(1) et donc
[a,b]e H ce qui entraine D(G) < H . Réciproquement si D(G) —c H , les
commutateurs sont dans H ce qui veux dire que

z([a,b]) = z(a) - z(b) - #(a) ™ - z(b) ™ = z(1) cest-a-dire 7z(a)- z(b) = z(b)- z(a).
Soit ¢:G — H unisomorphisme. ¢([a,b]) =[¢(a),¢(b)], donc ¢ induit par
restriction un isomorphisme entre D(G) et D(H) d'ou un isomorphisme

¢:G/D(G) > HI/D(H), 3 o(g).

Démontrons que Alt(n) = {a €S, |e(o) :1} est engendré par les 3-cycles. Soit
(a,b,c) un 3-cycle alors (a,b,c) =(a,b)-(b,c) etdonc &(a,b,c) =¢(a,b)-e(b,c)=1
ce qui prouve que les 3-cycles sont dans Alt(n) = {0' €S, |e(o) :1} . Les
transpositions du type (1, j) engendrent S, en effet (i, j) = (1,i)- (L j)- (Li). Par
conséquent tout elément de Alt(n) est un produit pair de transpositions du type (1, j)
et donc Alt(n) est engendré par les permutations du type (1, j)-(L,i) = (@i, j) qui sont

des 3-cycles. Etant donné que (b,c)-(a,b,c)-(b,c)-(a,b,c)™ =(a,b,c) ona
eD(S,)
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Alt(n) € D(S,) . L'inclusion D(S,) < Alt(n) est triviale. Donc D(S,) = Alt(n).On a
I'homomorphisme surjectif &: S, — {-1,21} qui induituniso &:S,/ker(e) — {-11}
or ker(¢) = Alt(n) et {—1,1} = Z/27Z donc l'abélianisé de S, est isomorphe a Z/2Z.
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EXERCICE 18.

Niveau : Premier Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (30.12.04)
Mots Clés : Corps finis et applications polynomiales

Enoncé :
1. Soit K un corps fini. Montrer que toute application f : K — K est polynomiale.

2. Si K=7Z/5Z déterminer un polynéme passant par les points:
(0,1),(30),(2:),(3,0),(41).

Solution :

TTX=%)
1 Si K={XgXo ), P(X)= L eK[X]est un polyndme vérifiant

TT0-%)

I;ﬁj

P;(x)=0 si x=x; et 1sinon. Soit f :K — K une application. On a
n-1 n-1
vk €{0,..n—1}, f(x) =D f(x;)P,(x) etdonc f =>" f(x;)P; e K[X].
j=0 j=0
2. Oncalcule Py(X)=-X*+1, P(X)=-X"*-2X3+X2+2X,
P,(X)=-X*+X?*-X?+X.Donc f =P+ P, + P, =2X* - X®-2X +1 passe par
les points voulus.
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EXERCICE 19.

Niveau : Deuxiéme Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (30.12.04)
Mots Clés : Extensions de corps

Enoncé :
1. Montrer que le corps R n‘admet (a isomorphisme pres) que C comme extension finie

de degreé supérieur a 1. [Indication: utiliser le fait que tout corps posséde une "unique”
cléture algébrique].

2. Est-ce que le fait que le corps H des quaternions est une extension de degré quatre de
R est en contradiction avec 1. ?

Solution :

1. Soit IL une extension finie de R, de degré supérieur a 1 et K la cl6ture algébrique de
L. On a la tour d'extension R c IL ¢ K. Par transitivité de lI'algebricité, K est
algébrique sur R et donc K est une cléture algébrique de R . Par ailleurs nous savons
que C est la cl6ture algébrique de R . Par unicité, il existe donc un R —isomorphisme
entre C et K. Etant donné que C/R est une extension de degré deux il en résulte que
K /R est aussi une extension de degré deux et par suite que K/L est de degré un,
c'est-a-dire L=K=C.

2. Le point 1. montre entre autre que toutes les extensions finies de R sont de degré un
ou deux. Le fait que H/R soit de degré quatre n'est pas une contradiction, car dans 1.
nous avons utilisés des résultats qui implicitement supposent que les corps considéerés
soient commutatifs or H ne l'est pas.

(Remarque: dire que 1L est une extension de R signifie qu'il existe un homomorphisme
¢:R — L. Etant donné que les homomorphismes de corps sont tous injectifs, dans la
résolution de cet exercice nous avons utilisé I'abus d'écriture R < IL. qui consiste a identifier
R et ¢(R) sous-corps de IL.)
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EXERCICE 20.

Niveau : Deuxiéme Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (30.12.04)
Mots Clés : Modules

Enoncé :
Soit A un anneau commutatif unitaire et X,Y,Z trois A-modules. Soit
0> X —3Y—J 37 50 une suite exacte.

1. Montrerque Y/i(X)=Z.

2. Montrer que s'il existe un morphisme s:Z —Y tel que jos=id, alors
Y=i(X)®Z.

3. Donner un exemple pour lequel Y n'est pas isomorphe a i(X)® Z .

Solution :

1. j étant surjective induit un isomorphisme Y /Ker(j)—Z. Mais Ker(j)=i(X) et
donc Y/i(X)=Z.

2. Soit s:Z —Y un morphisme tel que jos=id,. Nous considérons le morphisme
@ i(X)®Z —Y défini par ¢(i(x)+2) =i(x)+5(z2) . ¢ estinjectif, en effet,
o(Ii(X)+2)=i(X)+s(z) =0= j(i(x)) + j(s(z)) =0= z =0. Montrons que ¢ est
surjectif. Soit yeY , j(s(j(y)—y)=j(y)— j(y)=0. Donc
s(j(y))—yeKer(j)=Im(i) et par suite il existe xe X tel que s(j(y))—-y=i(x),
c'est-a-dire y =s(j(y)) —i(x) = @(i(—x) + j(y)) -

3. 052Z— 71 37/27 -0 est suite exacte mais Z # 27 ® 7127, .
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EXERCICE 21.

Niveau : Deuxiéme Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (30.12.04)
Mots Clés : Anneaux noethériens

Enoncé :

On dit qu'un anneau commutatif unitaire A est noethérien si tout idéal de A est de type fini
c'est-a-dire engendré par un nombre fini d'éléments.

1. Montrer que Z est noethérien.
2. Montrer que si K est un corps alors K[X] est noethérien.
3. Démontrer I'équivalence suivante: A noethérien < toute suite croissante d'idéaux
I, c |, ... eststationnaire (il existe ne N tel que I.,, =1, pour tout k >0).
4. Donner un exemple d'anneau non noethérien.
Solution :
1. 7 est principal, a fortiori il est noethérien.
2. Si K est un corps, on sait que K[X] est principal donc noethérien.

3.

Supposons A noethérien. Soit I, < I, < ... une suite croissante d'idéaux. On remarque

que l'union | = U I, estencore unidéal. Si a,,...,a, engendrent | alors il existe n>1
k>1

tel que {a,...,a,} < I, ce quientraine 1 =1 etdonc I, ;=1 pourtout j>0.
Réciproguement, soit | un ideal de Aet & | . Si | n'est pas de type fini on peut
construire une suite de la fagon suivante: a, e I \a,- A, a;el\(a,-A+a,-A),...
Ainsi |, :=aA+...+a,A est une suite strictement croissante d'idéaux, ce qui est
absurde, donc I est de type fini.

K[X,, X,,...] est non noethérien. En effet si I'on note par (X4,..., X, ) l'idéal engendre

par Xi,..., Xy, (X;) € (X, X,) < (X4, X,, X3) ... constitue une suite strictement
croissante d'idéaux.
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EXERCICE 22.

Niveau : Deuxiéme Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (30.12.04)
Mots Clés : Anneaux noethériens

Enoncé :
Démontrer qu'un quotient d'un anneau noethérien est noethérien.

Solution :

Soit A un anneau noethérien et | un idéal de A. Soit z: A— A/l la projection canonique et
J, € J, ... une suite croissante d'idéaux de A/l . z‘l(Jl) c n‘l(Jz) C ... estdonc une suite

croissante d'idéaux de A et A étant noethérien, il existe N tel que 7z *(Jy) =7"(Jy.,) pour
tout k > 0. Par suite,

vk Z0771'(71'_1(~]N)) =Jy = 71'(71'_1(JN+|<)) =Jnk

Ce qui prouve que A/l est noethérien.
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EXERCICE 23.

Niveau : Deuxiéme Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (30.12.04)
Mots Clés : Produit d'anneaux et idéaux

Enoncé :
Soit A,..., A, des anneaux commutatifs unitaires et A=A x...x A, I'anneau produit. Montrer
que les idéaux de A sontde la forme I, x...x 1, avec I; idéal de A;.

Solution :

On voit facilement que 1, x...x I, est un idéal de A. Il faut montrer que tous les idéaux de A
sont de cette forme. Soit | un idéal de A, notons p, : A— A, 1<k <n, la k-eme projection.
Pourtout 1<k <n, p,(l) estunidéal de A . Notons I, := p,(I) cetidéal. Nous avons
évidement l'inclusion | < I, x...x I . Réciproquement, si (a,,..,a,) € I; x...x I, alors il existe
X, X, €1 tels que p, (%) =a,.Notant e, =(0,...,0,1,0,...,0) avec 1 a la k-eme place, nous

n
avons (al,..,an):Zek ‘X €l.Donc I;x..x1, | etparsuite I, x..xI, =1.
k=1
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EXERCICE 24.

Niveau : Deuxiéme Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (30.12.04)
Mots Clés : Anneaux noethériens

Enoncé :

Soit A un anneau commutatif unitaire.

1. Montrer que si A est noethérien, tout homomorphisme surjectif ¢: A— A est un
isomorphisme.
2. Montrer que 1. est équivalent a dire VI idéal de A, A=A/l < | ={0}.
3. Donner un exemple qui montre que si A n'est pas noethérien 1. est faux. [Indication:
considérer I'anneau K[X,, X,,...]].
Solution :

1. Soit A noethérien et ¢ : A— A un homomorphisme surjectif. Posons ¢" :=@o...op n

fois. On a la suite croissante d'idéaux: ker(p) c ker(¢?) ... A étant noethérien, il

N*K) pour tout k > 0. Soit x e ker(p) , "

existe un entier N tel que ker(p") = ker(p
est surjective et donc il existe y € A tel que ¢ (y) = X, par suite p" " (y) = p(x) =0
et étant donné que ker(p") =ker(p"*') ona " (y) =x=0. Ainsi ker(p) = {0} ce
qui montre que ¢ est injective donc un isomorphisme.

Supposons que tout homomorphisme ¢: A — A surjectif soit un isomorphisme et soit
I un idéal pour lequel il existe un isomorphisme y: A/1 — A alors w oz : A— A est
un homomaorphisme surjectif de noyau | (ou 7z : A— A/l est la projection
canonigue). Donc y o est un isomorphisme et par conséquent | ={0}. On a donc
montré que 1. entraine A= A/l < | ={0}. Réciproquementsi A=A/l < | ={0}
est vérifié soit ¢ : A— A un homomorphisme surjectif, ¢ induit un isomorphisme

Alker(p) — A et donc par hypothése ker(p) = {0}, c'est-a-dire ¢ est un iso.

Soit K un corps. Considerons I'anneau K[ X, X,,...] et I'hnomomorphisme surjectif
@ K[X{, X,,..] > K[X,, X,,...] défini par ¢(X,,)=X,,¢(X,,,;)=0. ¢ n'est
visiblement pas un isomorphisme.
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EXERCICE 25.

Niveau : Deuxiéme Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (30.12.04)
Mots Clés : Caractéres, groupe dual

Enoncé :

Soit G un groupe. Un caractére est un homomorphisme y :G — C*. L'ensemble des

caractéres de G est noté G , C'est le dual de G.

1.
2.
3.

Montrer que G estun groupe abélien pour la multiplication des fonctions.

Montrer que si G et H sont deux groupes alors G x H = GxH.

Montrer que ZInZ = Z.In7Z . En déduire que si G est abélien fini G=G. [Indication:
utiliser le théoreme de structure des groupes abéliens finis].

Montrer que pour G fini on a G=G/ D(G) ou D(G) est le groupe dérivé.

[Indication: commencer par montrer que G= (ﬁ)(\G) ].

Déterminer le groupe G ol G= S,

Solution :

1.

Le caractére constant égal a 1 noté 1 est I'élément neutre de G.Si 7:G —C" estun
caractére alors y:G — C*,g — y(g) " est I'inverse de y. C* étant abélien, il en

résulte que G I'est aussi.

Considérons I'nomomorphisme v : GxH - GxH défini par
v (Xe 21 )(9.0) = 25(9) - zn (h) . Sipour tout (9,h) eGxH , w(xs, 714)(9,h) =1

alors en particulier pour tout g € G, ¥(x5. 24)(9.h) = 76 (9) - 71 @) = 76 () =1
donc ys =1. Le méme raisonnement montre que y,, =1, donc que y est injective.

w estsurjective car si y e Gx H les caractéres définis par y5:G — C",g — x(g,1)
et yy :H > C"  hi> y(@Lh) vérifient w(yg, xn) =1 -

Soit y:7Z/nZ — C* un homomorphisme. ;((i) est une racine n-eme de Il'unité, par
suite y(1) =exp(27ik/n) avec 0<k <n-1 et y(j)=exp(2zijk/n). Nous avons
donc un homomorphisme surjectif ¢:Z/nZ — ZInZ, ¢(k)(j) =exp(2zijk/n). ¢ est

injectif car k e ker(p) < exp(2zik/n) =1 n|k < k=0. Donc Z/nZ =ZInZ. Si
G est un groupe abélien fini, nous savons par le théoréeme de structure que G est
isomorphe a un produit du type Z/nZx...xZ/nZ avec n; > 2 par suite en utilisant

2.0na, G=ZInZx..xZINZ=ZInZx..xLINZ=TInZx..xZInZ =G
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4. Soit y e G. D(G) est contenu dans ker(y), par suite il existe un unique morphisme
;A( :G/D(G) > C" tel que, y = ;A( orr oU 7:G — G/D(G) est la projection
canonique. L'application G- (f/’m\G),;( > ;A( est un isomorphisme. En effet
a-f= 07-78 o d'uneparet a-f= (& orr)- (,3’ o) = (& ,3) o zr d'autre par, lI'unicité
de of\ﬂ implique donc of\ﬂ —a- ﬁ ce qui prouve que l'application en question est
un homomaorphisme. Si ;A( =1 (ou 1 est le caractere constant égal a 1) alors
¥ = ;A( or=1etsi ae m) alors en posant « = a oz nous avons bien un
antécédent de « . Nous avons donc montrer que G= Cﬁ)(\G) mais comme G/D(G)
est abélien le point 3. nous donne G = G/D(G) =G/ D(G).

5. L'abélianisé de S, est S, /D(S,) = Z/27Z par conséquent S, = Z/27Z..
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EXERCICE 26.

Niveau : Deuxiéme Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (30.12.04)
Mots Clés : Groupe des automorphismes de R

Enoncé :

Montrer que Aut(R)={id} ou Aut(K) est le groupe des automorphismes du corps K.

Solution :
Commencons par remarquer que si @ € Aut(R) alors Vp,qeZ,p(p/q) = p/q, en effet

o(p/9) =9(p)/ ¢(q) = pp(1)/ dp(1) = p/q. De plus pour xR, ona ¢(x) = (')’ 20
ainsi ¢ est croissante. Supposons qu'il existe x e R tel que @(x) > x, alors il existe a € Q tel
que x <a< @(x) et par croissance de ¢ on aurait ¢(x) <a ce qui est absurde. Le méme
raisonnement s'applique si ¢(x) < x. Nous avons donc prouvé que Aut(R) ={id}.
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EXERCICE 27.

Niveau : Deuxiéme Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (30.12.04)
Mots Clés : Cardinal de I'ensemble des nombres algébriques et transcendants

Enoncé :
On rappelle qu'un nombre complexe est algébrique si il est racine d'un polyndme appartenant
a l'anneau Q[X].

1. Montrer que I'ensemble des nombres réels algébriques est dénombrable.

2. Que peut-on deduire de 1. au sujet de I'ensemble des nombres réels transcendants.

Solution :
1. L'ensemble P, des polynémes de degré inférieur ou égal a n appartenants a Q[X] est

n+1

dénombrable vu qu'il est en bijection avec Q" et que Q est dénombrable. Ainsi
I'ensemble Q[X] est dénombrable car Q[X]= U B, . Soit R, I'ensemble des racines

n>0
complexes des polyndmes appartenants a 7, . Chaque polyndme ayant un nombre fini

de racines dans C, il en résulte que R, est dénombrable. Par suite si Q. est
I'ensemble des nombres complexes algébriques, alors @C = U R, est dénombrable. Si

n>0

Qj est I'ensemble des nombres réels algébriques alors Qz = Q. "R « Q.. Donc
Qp est dénombrable.

Sachant que R n'est pas dénombrable il en résulte qu'il existe une infinité non dénombrable
de nombres réels transcendants.
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EXERCICE 28.

Niveau : Deuxiéme Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (30.12.04)
Mots Clés : Extensions de Q et groupe de Galois

Enoncé :

1.

o > »w

Est-ce que /5 € Q[+/3]?

Quel est le degreé de I'extension Q[«/§,«/§]/@ ?
Montrer que Q[\/§,\/§] = Q[\/§ + \/5] :
Déterminer le groupe de Galois de @[\/5,\/5]/@ :

Est-ce que J8 e Q[\/E] ? Soit a,b deux nombres entiers positifs tels que

Ja,vb ¢ Q. Montrer que Q[v/a,~/b]/Q est de degré 4 ssi v/a-v/b ¢ Q. Montrer de
plus que dans ce cas @[\/5 + \/B] = Q[\/g,\/ﬁ] et que le polynéme minimal de
Ja++/b sur Q est p(X)=X*-2(a+b)X?+(a-h)?.

Solution :

1.

J3 a X% -3 comme polynéme minimal ce qui montre que @[\/5] est un Q -espace
vectoriel de dimension deux et {1, \@} est une base de Q[+/3]. Si +/5 € Q[/3] alorsiil

existe a,b e Q tels que V5 =a+b/3. En élevant au carré on obtient

5=a% +3b% +2ab+/3 ce qui entraine 5=a®+3b? etab=0. b=0 est impossible car
sinon 5=a? et par suite J5eQ, absurde. a=0 est aussi impossible car sinon
5=3b%.0rsi b= p/q avec p,qeZ premiers entre eux la derniére égalité nous
donne 5q% =3p? etdonc p? divise 5 ce qui implique p =+1. Le méme raisonnement
avec q donne g =+1. Ainsi b =+1 ce qui est absurde. En conclusion J5¢ @[\/5] .

Le polyndme X2 —5 est irréductible sur (@[\/5] car autrement /5 e Q[\/§] . Ainsi
Q[v/3][v/5] = Q[/3,+/5] est une extension de degré deux de Q[+/3]. Etant donné que
Q[\/§]/Q est aussi une extension de degré deux et que I'on a la tour

Q = Q[v3] = Q[v3,+/5], Q[+/3,4/5]/Q est une extension de degré quatre.

On a la tour d'extensions Q ¢ @[\/5 + \/g] c @[«/5,\/5] . Vu que Q[\/§,\/§]/Q est
une extension de degré quatre, @[\/5 + «/E]/@ est de degré deux ou quatre. On
calcule (v/3 ++/5)? =8+ 24/3+/5 = 2+ 24/3(x/3 + /5) , par suite

(3 +/5)? —23(x/3+/5)—2=0. Ainsi ~/3++/5 est racine du polyndme
X2-2J3.X -2¢ Q[\/§][X]. Ce polynéme est irréductible dans Q[\/§][X] car
autrement /3 ++/5 € Q[/3] et par suite /5 e Q[+/3], ce qui n'est pas le cas. Donc

Serveur d'exercices 32/33



Sciences.ch Théorie des Ensembles

q(X) = X? —2J3-X -2 estle polynéme minimal de V3 ++/5 sur Q[\/§]. Si p(X)
est le polyndme minimal de /3 ++/5 sur Q on a deg(p) = 2 ou 4 et q divise p dans
Q[V/3][X]. Par conséquent deg(p) =4 sinon p=q. Ainsi Q[v3 ++/5]/Q est de
degré quatre ce qui prouve que Q[+/3 +~/5]=Q[v/3,+/5].

4. {1\/5\/5\/5\/5} est une base du Q —espace vectoriel @[\/5,\/5] et les
Q — automorphismes de Q[+/3,+/5] sont {001,000, 00,} avec ¢, =id,

V3543 V353

¢1={\/§H_\/§’ @2:{\/§H\/§
‘Gal (@[Jé,\/é]/@)‘ <4. Ainsi

Gal(@wé,ﬁ]/@) = {00,010 00 05} = L1 2Zx LI 2.

. II'n'y en a pas d'autres car

%\/é =+/18 , donc +/8 € Q[/18]. Soit a,b deux nombres entiers positifs tels que

Ja,vb ¢ Q. L'extension Q[va,~/b]/Q est de degré quatre ssi b ¢ Q[+/a] en effet dans ce
dernier cas le polyndme X2 —b est irréductible sur Q[\/E] , donc (@[\/5,\/5]/@[\/5] est de
degré deux et vu que Q < Q[\/E] c Q[\/E,\/B] , Q[\/E,\/B]/@ est de degré quatre. Or

Jb eQ[Va]l < il existe x,y e Q tels que vb = x+ y+/a car {1, \/5} est une base du

Q — espace vectoriel @[ﬁ] . En élevant la derniére égalité au carré nous obtenons
b=x2+ay?+2xyva, donc xy =0, mais y =0 sinon vb =xe Q. Donc x=0 et
Jb/a=yeQ. Ainsi vb e Q[Va] < Vb /va e Q, par suite I'extension Q[v/a,/b]/Q est
de degré quatre ssi vb/va ¢ Q. Or vb/va ¢ Q < b -+/a ¢ Q. Supposons cette condition
verifiée. On calcule: (\/§+\/5)2 = a+b+2\/5\/_:—a+b+2\/5(\/5+\/5), Ja++/b est

racine de q(X)=X2—-2vaX +a—beQ[Ja][X] qui est par conséquent irréductible sur
Q[va], ce qui prouve que +/a ++/b est de degré quatre sur Q et donc que

Q[va ++/b]=Q[/a,~/b]. De plus on calcule (\/5+\/B)4 =2(a+ b)(\/5+\/5)2 —(a-b)?,
donc v/a ++/b estracinede X*—2(a+b)X 2+ (a—b)? e Q[X] qui est le polyndme minimal

de /a ++/b sur Q.
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