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Sciences.ch Calcul Différentiel & Intégral

EXERCICE 1.

Niveau : Lycée
Auteur : Dhyne Miguél (09.08.04, miguel.dhyne@win.be )
Mots-clés : intégrale simple de sommation

Enoncé :
Soit a calculer l'intégrale :

0
I(x3+2x2—1)dx:...
3

Solution :

Nous savons que I’intégrale d’une somme est égale a la somme des intégrales, soit :

0

0 0 470 0
[ xedx+2| x2dx—J‘dx=[X—} +2-[X—3} -, _0-80.0-2.2T o3
-3 -3 3 3 4 3

% 4 ] 31
_ 81, _-81-84 165
4 4 4
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Sciences.ch Calcul Différentiel & Intégral

EXERCICE 2.

Niveau : Lycee
Auteur : Dhyne Miguél (09.08.04, miguel.dhyne@win.be )
Mots-clés : intégrale, substitution

Enoncé :
Soit a calculer l'intégrale :
2
J;ﬁxizdx =..
Solution :
Résolvons cette intégrale par substitution en posant u = x2—2x+ 2 et donc :
du=2x-2=2(x-1)
L’intégrale de départ devient alors :
1idu 1

2 1 1
51 _E[In(u)]l =§(|n(2)—|n(1))=zln(2)

1

Remarque : quand nous remplacons la fonction de départ par la fonction u, nous devons
veiller a changer les bornes de I’intégration. Ici, le hasard fait que les bornes sont inchangées.

Serveur d'exercices 3/26



Sciences.ch Calcul Différentiel & Intégral

EXERCICE 3.

Niveau : Lycee
Auteur : Dhyne Miguél (09.08.04, miguel.dhyne@win.be )
Mots-clés : intégrale, substitution

Enoncé :
Soit a calculer l'intégrale :

In(®) 4
.

P C——

Solution :

Résolvons cette équation par substitution :

: 1., .. . .
Soit u =In(t) etdonc du =1 I’intégrale de départ devient alors :

1 21
J.u.duz[u_} =£
) 2], 2

0
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Sciences.ch Calcul Différentiel & Intégral

EXERCICE 4.

Niveau : Lycee
Auteur : Dhyne Miguél (09.08.04, miguel.dhyne@win.be )
Mots-clés : intégration par parties

Enoncé :
Soit a calculer l'intégrale :

j"ln(x)dx =..

Solution :

Malheureusement, il n’existe pas d’intégrale directe pour résoudre celle-ci. Nous devons alors
trouver une astuce : il suffit de multiplier par 1 et donc, ainsi on fait apparaitre une intégrale
d’un produit de fonction, et donc nous pouvons utiliser I'intégration par parties :

jl- In(x)dx

Soit :
f=In(x) e g=1

Donc :

Ce qui nous donne finalement :

.e[l.ln(x)dx =[x-In(x)]; —jdx:e—e+1:1
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Sciences.ch Calcul Différentiel & Intégral

EXERCICE 5.

Niveau : Lycee
Auteur : Dhyne Miguél (09.08.04, miguel.dhyne@win.be )
Mots-clés : intégrale simple

Enoncé :
Soit a calculer l'intégrale :

2
.[Z-esxdx =..
1

Solution :

Essayons de trouver une solution "directe” :

Nous savons (du moins supposons) que (e“) =3.e¥, or notre expression de départ y

ressemble fort a une constant pres, éliminons cette constante de fagon a obtenir une intégrale
directe. Notre intégrale devient alors :

2% . 2 4 2 2
EJ;?;-e3 dx=§-[e3 }f :g-(ee—e3):§-e3-(e2—l)
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Sciences.ch Calcul Différentiel & Intégral

EXERCICE 6.

Niveau : Lycee
Auteur : Dhyne Miguél (09.08.04, miguel.dhyne@win.be )
Mots-clés : intégration par parties

Enoncé :
Soit a calculer l'intégrale :

Jz.(x+1)-ln X-dx=...

1

Solution :
Utilisons l'intégration par partie :

J'f-g'zf-g—jf'-g

Soit :
f=Inx et g'=(x+1)
Donc :
2
f'=£ ot _X + 2X
X 2

L’intégrale de départ devient alors :

2 2 2 2 0 2 2
j(x+1)-|nx-o|x{X +2X-Inx} Sk +2de:4-ln(2)—£{x—} ~[xf
2 12X 2| 2

1 1

1 7
=4-In(2)-1+=-2+1=4-In(2) ——
(&)-1+7 @-7
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Sciences.ch

Calcul Différentiel & Intégral

EXERCICE 7.

Niveau : Lycee
Auteur : Dhyne Miguél (09.08.04, miguel.dhyne@win.be )
Mots-clés : intégration par parties

Enoncé :
Soit a calculer l'intégrale :

tInx
—dx=...
! X

2

Solution :
Utilisons a nouveau l'intégration par parties :

If-g':f-g—jf'-g
Soit :
f=Inx et g=—

Donc:
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Sciences.ch Calcul Différentiel & Intégral

EXERCICE 8.

Niveau : Lycée
Auteur : Dhyne Miguél (09.08.04, miguel.dhyne@win.be )
Mots-clés : intégrale d'un produit de fonctions, trigonométrie

Enoncé :
Soit a calculer l'intégrale :

X2-sin?(x)dx = ...

ot—w|y

Solution :

1-cos(2x)

On sait, par la trigonométrie que sin2(x) = , I’intégrale devient alors :

s

- : :
sz_%xi. [xedx -2 [ x2-cos(2x)dx = = [X—T ~ L. [xe-cos(x)d
0 2 5 2y 2134 2

o~—.wm

Pour résoudre I’intégrale qu’il reste, utilisons la formule de I’intégrale d’un produit de
fonctions, avec :

Soit :
f=x2 et g'=cos(2x)
Donc :
fiow et _ sin 2x
2
Il vient alors :

33 z %
3 1o 4 0 2 5

X -sin(2x)dx

Pour résoudre I’intégrale qu’il nous reste appliquons encore une fois l'intégration par parties :
Soit :
f=x et g'=sin(2x)

Donc:
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Sciences.ch Calcul Différentiel & Intégral

el e g=—C0
L’intégrale de départ devient alors :
AR B S S GO RS [y
162 36 2 2 2 1o 43

162 36 2 2 2 4 2

TN -
7 723 1 T3 5 1 sin(ZX)T

0
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Sciences.ch Calcul Différentiel & Intégral

EXERCICE 9.

Niveau : Lycée
Auteur : Dhyne Miguél (09.08.04, miguel.dhyne@win.be )
Mots-clés : intégrale simple, substitution

Enoncé :
Soit a calculer l'intégrale :

cos®(x) -sin(x)dx = ...

O |y

Solution :
Résolvons cette intégrale par substitution :
Soit :
u =cos?¥(x) et donc du=3-cos?(x)-sin(x)

L’intégrale de départ devient donc :

0 2 0
lj.udu:1|:u_:| :1.
3 302 3
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Sciences.ch Calcul Différentiel & Intégral

EXERCICE 10.

Niveau : Lycée
Auteur : Dhyne Miguél (09.08.04, miguel.dhyne@win.be )
Mots-clés : intégrale d'un produit de fonctions, substitution

Enoncé :
Soit a calculer l'intégrale :

1
IArctan(x)-dx =..
0

Solution :

Nous allons multiplier par 1 I’argument de I’intégrale afin de faire apparaitre un produit de

fonction, et ensuite utiliser la formule d’intégration d’un produit de deux fonctions :

1
jl- Arctan(x) - dx
0

Soit :
f = Arctan(x) et g'=1
Donc :
1
I= et = X
1+ x2 g

L'intégrale devient donc :

X
1+ x2

dx

=[x~ Arctan(x)]; —'1[

Pour résoudre I’intégrale restante, nous allons proceder par substitution :
Soit :

u=1+x% et donc du=2x
L’intégrale devient alors :

_ledUEl
4 2

h 1 1 (x
.([Arctan(x)-dx:... —=. T=———-|n(2)+?|n(1)=§-(E—|n(2)]
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Sciences.ch Calcul Différentiel & Intégral

EXERCICE 11.

Niveau : Lycée
Auteur : Dhyne Miguél (09.08.04, miguel.dhyne@win.be )
Mots-clés : intégrale simple, substitution, trigonométrie

Enoncé :
Soit a calculer l'intégrale :

1
- dx =
sin2(x) - cos?(x)

Ay e—wly
|

Solution :
Par la trigonométrie, nous savons que : 12( ) =1+tan?(x)
S2(x
Ainsi, I’intégrale de départ devient :
3 2
I1+_tan (x) dx
° sin(x)
)

Nous savons aussi que I’intégrale d’une somme c’est la somme des intégrales :

4

J3. . L dx+J3' L dx=[—cotan(x)]§+[tan(x)]

ENE AR

:—£+1+\/3T:¥

COS?(Xx) n 3
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Sciences.ch Calcul Différentiel & Intégral

EXERCICE 12.

Niveau : Lycée
Auteur : Dhyne Miguél (26.08.04, miguel.dhyne@win.be )
Mots-clés : dérivation d'une somme

Enoncé :
Calculer la dérivée de :

2-X3+5-X2+3-X+2
Solution :
(2-x3+5-x2+3-x+2) =(2-x3)+(5- x3)'+(3- X)+(2)'
=2-(x3)45-(x)'+3- (X)+(2)'=2-3-x2+5-2-x+3:1+0

=6-x2+10-x+3
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Sciences.ch Calcul Différentiel & Intégral

EXERCICE 13.

Niveau : Lycée
Auteur : Dhyne Miguél (26.08.04, miguel.dhyne@win.be )
Mots-clés : dérivation d'une somme, trigonométrie

Enonce :
Calculer la dérivée de :
5-sin(x) + 3- cos(x)
Solution :
[5-sin(x) +3-cos(x)] = 5-[sin(x) ]+3- [cos(x) ]
=5-c0s(x) +3-(-sin(x)) =5-cos(x) —3-sin(x)
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Sciences.ch Calcul Différentiel & Intégral

EXERCICE 14.

Niveau : Lycée
Auteur : Dhyne Miguél (26.08.04, miguel.dhyne@win.be )
Mots-clés : dérivation, trigonométrie

Enoncé :
Calculer la dérivée de :

tan(x)
Solution :
(tan() = G2y
cos(x)

_ (sinx)-cosx—sinx-(Cosx)'  COSX-COSX—Sin X - (—sin x)
C0S2(X) C0S2(X)

~ COS2(X)+sin?(x)
~cos¥(x)  cos(X)

=1+tan?(x)
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Sciences.ch Calcul Différentiel & Intégral

EXERCICE 15.

Niveau : Lycée
Auteur : Dhyne Miguél (26.08.04, miguel.dhyne@win.be )
Mots-clés : dérivation de fonctions composées

Enoncé :
Calculer la dérivée de :

ecos(2x)
Solution :

(ecos(Zx) ). _ —Zsin(x) . eZcos(x)
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Sciences.ch Calcul Différentiel & Intégral

EXERCICE 16.

Niveau : Lycée
Auteur : Dhyne Miguél (26.08.04, miguel.dhyne@win.be )
Mots-clés : dérivation simple

Enoncé :
Calculer la dérivée de :
In(x)

('”(X)j ( j_(ln X)- %+Inx )
1
X

L
X

Solution :

+Inx- (—) ——(1 In x)
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Sciences.ch Calcul Différentiel & Intégral

EXERCICE 17.

Niveau : Lycée
Auteur : Dhyne Miguél (26.08.04, miguel.dhyne@win.be )
Mots-clés : dérivée simple, trigonométrie

Enoncé :
Calculer la dérivée de :
cotan(x)

Solution :

cosxj _ (cosx)"-sin x —cosx - (sin x)'

(cotan(x))' = [

sin X sin2(x)
_ —sinXx-sinX—CoSX-CosX _ —(sin2x+cos2x) -1
sin2x sin2x sin2x
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Sciences.ch Calcul Différentiel & Intégral

EXERCICE 18.

Niveau : Lycée
Auteur : Dhyne Miguél (26.08.04, miguel.dhyne@win.be )
Mots-clés : dérivée d'un produit de fonctions

Enoncé :
Calculer la dérivée de :

sinx-e*(2-x-3)
Solution :

[sinx-eX -(2-x—3)]' =(sinx-e*)"(2-x-=3)+(sinx-e*)-(2-x-3)'
= [(sin x)-e* +sinx-(ex)']-(2-x—3)+sinx-eX -2
=(cosx-e* +sinx-e*)-(2-x—3)+2-sinx-e”

—e*.[(cos+sinx)-(2-x—3) +2-sinx]

Serveur d'exercices 20/26



Sciences.ch Calcul Différentiel & Intégral

EXERCICE 19.

Niveau : Lycée
Auteur : Dhyne Miguél (26.08.04, miguel.dhyne@win.be )
Mots-clés : dérivée simple d'un rapport

Enoncé :
Calculer la dérivée de :

(x+1)
(x-1)

Solution :

(x+1) ,_(x+1)'-(x—1)—(x+1)-(x—l)'
(x-1) | (x—1)2
o x=-1-x-1 -2
C(x=12 (x-1)p2
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Sciences.ch Calcul Différentiel & Intégral

EXERCICE 20.

Niveau : Lycée
Auteur : Dhyne Miguél (26.08.04, miguel.dhyne@win.be )
Mots-clés : dérivée produit + rapport de fonctions

Enoncé :
Calculer la dérivée de :

(sinx+cosx)-e”
In x

Solution :

(sinx+cosx)-e" |, [(sin X 4 COS x)-ex]- Inx —(Inx)-e* - (sin x + cox)
In x In2x

X

. . e :
[(sm X + C0S X)"e* + (sin X + cos X) - (ex)']- InX———-(sin X+ cos X)
_ X

- In2x
. . e’ .
[(cosx—sm X)-e* +(S|nx+cosx)-ex]-Inx——-(smx+cosx)
_ X

In2x
X

er .
2-cosX-e* -Inx——-(sin X + cos X)
X

In2x
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Sciences.ch Calcul Différentiel & Intégral

EXERCICE 21.

Niveau : Lycée
Auteur : Dhyne Miguél (26.08.04, miguel.dhyne@win.be )
Mots-clés : développement limité

Enoncé :

Donnez le développement limité d’ordre 4 autour de O de la fonction suivante :

sin(x)
Solution :
Ordre n f"(x) f"(0)
0 sin(x) 0
1 cos(x) 1
2 —sin(x) 0
3 —cos(x) -1
4 sin(x) 0

Nous pouvons donc approximer la fonction demandée par :

2 3 4
O+1.X+0.X__1.X_+O.X_
2! 3 4
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Sciences.ch Calcul Différentiel & Intégral

EXERCICE 22.

Niveau : Université
Auteur : Dhyne Miguél (26.08.04, miguel.dhyne@win.be )
Mots-clés : développement limité

Enoncé :

Donnez le développement limité d’ordre 2 de la fonction suivante :

1

(1+sinx)?2
Solution :
Ordre n f"(x) f7(0)
1
0 (1+sin x)?2 1
-1
1 E-(1+sinx)?-cosx 1
2 2
1 1 S . T 1
2 5 —E-cosx-(1+5|nx)2 -COSX +Sin X - (1+sinx) 2 ~2

Nous pouvons alors approximer la fonction demandée par :
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Sciences.ch Calcul Différentiel & Intégral

EXERCICE 23.

Niveau : Lycee
Auteur : Dhyne Miguél (26.08.04, miguel.dhyne@win.be )
Mots-clés : développement limité

Enonce :
Trouvez le développement limité d’ordre 3 de la fonction suivante autour de x, =1 :

Jx
Solution :

Ordre nn f"(x) f" @

0 Jx 1

Y 1

—.X 2 -

1 2

-1 = -1

T x2 -

2 X 4

3 -5 3

3 Pyx2 e

8 X 8

Nous pouvons donc approximer la fonction demandée par :

1IR3 ey
4 2! 8 3

1
1+=-(x=1)-
5 (x-1)
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Sciences.ch Calcul Différentiel & Intégral

EXERCICE 24.

Niveau : Université
Auteur : Dhyne Miguél (26.08.04, miguel.dhyne@win.be )
Mots-clés : dérivées partielles

Enonce :
Soit f une fonction definie par :
f:R2>R
(x,y) > f(x,y)

On effectue les changements de variables :
X=Tr-coséd
y=r-sind

On obtient ainsi une fonction F définie par :
F:RZ>R
(r,0) —> f(r-cosé,r-sinf)

Calculer les dérivées partielles de F en fonction de celles de f et prouver que :
[i(r -C0osé,r-sin H)JZJF i(r~cose, r-sind) 2= [G—F(r,e)}’ +i-(a—F(r,0)j2
OX oy or rz \ 06

Solution :

ﬁ(r,6’) :ﬂ(r-cos¢9,r-siné?)-%+ﬂ(r-cose,r-sin6)-@
or OX or oy or
of . of i .
=—/(r-cosd,r-sind)-cosd+—(r-cosd,r-sind)-sind
OX oy
a—F(r,e) :ﬂ(r'cosé’,rsine)'ﬁ+i(r~cose,r~sin9)~g
00 OX 06 oy 00

:Z_f(r-cosﬁ,r-sint9)-(—F-Si”9)+%(r'0059’r‘Sing)'r'cosg
X

Nous pouvons aisément prouver la relation demandée en utilisant la relation
sin2x +cos2x =1.
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