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Sciences.ch Algébre Linéaire

EXERCICE 1

Niveau : Deuxiéme Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (30.12.04)
Mots Clés : Matrices a coefficients dans un anneau

Enoncé :
Soit R un anneau commutatif unitaire et M, (R) I'ensemble des matrices carrées nxn a
coefficients dans R.

1. Montrer que pour toute matrice A€ M (R) il existe deux matrices B et C telles que
BA=AC =det(A)- I ou I est la matrice identité. [Indications: si {al,..,an} sont les
vecteurs colonnes de la matrice A et e; = (0,...,0,1,0,...,0)" avec 1 ala j-éme place
alors vérifier que la matrice C = (c;;) définie par c; = det(ay,...,a; y,€
I'affaire.]

j18i11,8y) fait

2. Déduire de 1. que A est inversible ssi det(A) est inversible dans A.

X-4 X-3
X+3 X+4
respectivement Z/10Z[ X ]? Si oui, calculer leur inverse.

5 3
3. Est-ce que les matrices suivantes: (2 J, [ j sont inversibles dans Z

Solution :
1. Soit C =(c;;) définie comme dans l'indication et A= (a;). Notons M = (m;;) = AC..
Ona, m; = a,C =D 8 -det(a,....a_y,€],8,,..a,). Or pouri j,
k k

Zaik -det(ay, ..., a_;1,€;,3 4, &,) est le déterminant de la matrice que nous obtenons
k

en remplacgant la j-eme ligne de A par la i-eme ligne (développer le déterminant de
cette derniere matrice par rapport a la j-eme ligne pour le voir) par conséquent cette
expression est nulle (les lignes i et j sont identiques). Pour i = j,

Zaik -det(ay,...,a_1,€j,3,q,.-,@,) est le déterminant de la matrice A. Ainsi m;; =0
k

si i= ] et m;=det(A) si i=j,endautres termes nous venons de montrer que
AC =det(A)- | . En considérant A' (la matrice transposée) nous obtenons par le
raisonnement précédent I'existence d'une matrice B telle que A'B =det(A)- 1 et donc
(A'B) =B'A=det(A)-1.

2. SiAestinversible, alors 1=det(1) = det(A- A™) = det(A) - det(A™) ce qui montre que
det(A) est inversible. Réciproquement, étant donné que AC = BA=det(A)-| ona
A-(det(A)‘lc) = (det(A)‘lB)- A=1 ce qui montre que A est inversible.
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5 3 . ) . 5 3
3. det =5-6=-1 est inversible. L'inverse de est
2 1 2 1

2 -5 X+3 X+4

] X-4 X-3 -3X -2 3X+1
L'inverse de est )
X+3 X+4 3X-1 -3X+2

-1 3 X—-4 X-3 9 9 ) )
.det =X*“-16— X“+9=3(mod10) est inversible.
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EXERCICE 2.

Niveau : Premier Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (10.01.05)
Mots Clés :Valeurs propres et vecteurs propres

Enoncé :

) . _ 1 2
Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice A= 3 a4/
Solution :

Le polynéme caractéristique de A est donné par

X-1 =2
det(X -1 —A):det(
-3 X-4

5+x/§ 5—@
, T

j = X2 -5X —2. Les valeurs propres de A sont les racines

de X?-5X —2.0n trouve M= . Les vecteurs propres associés a la

. . 4-1 =2 X 0
valeur propre 4, sont les solutions du systeme . = . On trouve
-3 A4-4)\y 0
(4, —-1)-x=2y clest-a-dire y = %(/?j —1)- x. L'espace propre est donc

X
%(/11 1) x [xeR = <(/112_ J> De la méme fagon pour 4, on trouve <(/122_ 1j>
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EXERCICE 3.

Niveau : Premier Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (10.01.05)
Mots Clés : Diagonalisation

Enoncé :
3 6 4
Diagonaliser la matrice A=|{0 -1 1
3 5 -3
Solution :
Le polyndme caractéristique de A est donné par
3-X 6 —4
-1-X 1 6 -4
det(A—X -1)=det|] 0 -1-X 1 [=(B-X) +
5 -3-X -1-X 1
3 5 -3-X

=X (X?2+X=2)==X(X -1)(X +2).

Les racines du polynéme caractéristique correspondant aux valeurs propres de A sont:

{0,1, —2} . Calculons les espaces propres. L'espace propre associé a la valeur propre 0 est
3 6 —4)\(x 0 )

obtenu en résolvant le systeme: |0 -1 1 ||y [=|0|.Nousobtenons z=y,x= —Ey.
3 5 -3)\z 0

-2
D'ou I'espace propre, 3 | ). L'espace propre associé a la valeur propre 1 est obtenu en
3
2 6 —-4)\(x 0
résolvant le systeme: [0 -2 1 ||y |=|0|.Nousobtenons z=2y,x=y. D'ou I'espace
3 5 —4)\z 0
1
propre, ( | 1| ). L'espace propre associé a la valeur propre -2 est obtenu en résolvant le
2
5 6 —-4)\(x 0
systeme: |0 1 1 ||y|=|0].Nousobtenons y=-z,x=2z.D'ou l'espace propre,
3 5 -1)\z 0
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2 2\ (1) [ 2
—1|). Ainsi dans la base
1

| 11,| =1 |, lamatrice de I'endomorphisme A s'écrit,
2) 1

3

3

21 2Y'(3 6 —4\(=2 1 2 00 0

3 1 -1/ |0 -1 11]/3 1 -1|=|0 1 0
0 0

00 O
0 1 O |.Ouditautrement,
00 3 2 1 3 5 -3 3 2 1

-2
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EXERCICE 4.

Niveau : Premier Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto(10.01.05)
Mots Clés : Déterminant de Vandermonde, polyndmes

Enoncé :

Soit K un corps quelconque et x,,.., X, € K. On considére la matrice carrée suivante :

1 % % o oxt

1 x, X oxt
M (X,...X,) =

1 x, X XMt

1. On définit V,(X,,..,X,) = det(M (x,,.., X,)) . Montrer que
n
V, (X0 X,) = (H(Xj - xl)J V1 (X,,..,X,) . [Indication : calculer le déterminant de la
j=2

matrice obtenue a partir de M (x,,..,X,) en soustrayant a chaque colonne x, fois la
précedente.]

n-1 n
2. Déduire de 1. que V, (xy,.. %) =[] [ ] (x; —%) pour n>2.

i=1 j=i+l
3. Donner une condition nécessaire et suffisante, portant sur les x;, pour que la matrice

M (xg,..,X,) soit inversible.

4. En utilisant 1. montrer qu'il existe un unique polynéme de degré < n passant par les
n+1 points (X, Y1), (Xns1 Ynsa) € Kx K avec x; # x; pour i = j.

Solution :
1. A l'aide de l'indication nous obtenons la matrice suivante,

1 0 0 0
1 X=X X, (X, — P

2% Xl %) 2 0 =%) qui a évidement le méme déterminant
1 Xa =X X, (Xn - Xl) o er]1—2 (Xn - Xl)

que M(x,..,x,). En développant selon la premiére ligne nous obtenons :
V, (X, X,) = det(M (xg,.., x,)) = det(A) ou

-2
Xo=X XX —X) X3 (% —%)
A=| - . Sachant que le déterminant est
-2
X=X X, (Xn - Xl) e er: (Xn - Xl)
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multilinéaire nous obtenons
1 X2 v Xg_z

Vo (%K) = G0t (%, %) = [ T (%, =) -t -
j=2

n-2
1 Xn e X

n
=11 (X = %) Vo1 (X2, %5).
j=2
2. Parrécurrence surn. Si n=2, V,(x,X,) = (X, —X;) et la proposition est vraie.
Supposons l'affirmation démontrée pour n>2. Par 1. on a

n+1

Vg (X0 X,) = [l_l(xj - xl)] ‘V,,(X,,..,X,,,) . Par hypothése de récurrence,
j=2

n-1 n
Vn (XZ"" Xn+1) = H H (Xj+l - Xi+1) d'ou

i=1 j=i+1

n+1 n-1 n n_ n+l o
Vn+1(xl"" Xn) = H(Xj - Xl) H H (Xj+1 - Xi+1) = H H (Xj - Xi) . Ainsi

i=2 i=1 j=i+1 i=1 j=i+l

I'affirmation est vérifiée pour n+1.
3. Lamatrice M(x,..,x,) estinversible ssi son déterminant est non nul c'est-a-dire ssi
n-1 n
Vo (X)) =TT (X5 —%) %0, donc ssi x; # x; pour i j.
i=1 j=i+l

4. Soit (X, Y1) (X111: Ynuy) € Kx K n+1 points. La recherche d'un polynéme

n -
p(X)= Zai X' de degré <n passant par ces n+1 points nous améne a rechercher les
i=0

n -
solutions des équations Zaix'j =Yy; pour 1< j<n+1. Clest-a-dire
i=0

2 n
1 X X X |(a Y,
1 x5 X - x5 |a y _ ‘
? ? ? L1=| 7’2 |.Orpar 3, lamatrice de ce systéme est
2 n a
1 Xni1 Xhir 0 Xnn n Ynn

inversible. Par suite, I'affirmation de I'énoncé est prouvée.
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EXERCICE 5.

Niveau : Premier Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto(10.01.05)
Mots Clés : Theoreme de Cayley

Enoncé :
On se propose de démontrer le théoréme suivant: soit Ae M, (K) une matrice carrée de

dimension n a coefficients dans le corps K alors Car,(A) =0 ou Car,(X) est le polyndme
caractéristique de A.

1 2
1. Vérifier le théoréme pour la matrice( c 3}.

2. Pour xe K", considérer la famille ]—“:z{x,Ax,Azx,...,Amflx} avec
m-1= max{k e N| {x, Ax, A%X,..., Akx} est Iibre}. Compléter (éventuellement) la

famille F pour obtenir une base de K". Exprimer la matrice de I'endomorphisme A
dans cette nouvelle base et montrer que le polynéme caractéristique s'exprime comme
produit de deux polyndmes P(X) et Q(X) avec P(A)x =0. En déduire le théoréme.

Solution :
X-1 =2

1 2
1. Si A= ona Car,(X)=det(X -1 — A) =det
| (_5 3j A(X) ( ) ( X _3

2 1 2 1 2 -9 8
A = . = . Donc
-5 3/\-5 3 -20 -
2 -9 8 4 8 13 0 0 0
Car,(A)=A"-4A+13-1 = — + = )
-20 -1 -20 12 0 13 0 0

Nous allons montrer que pour tout x € K", Car,(A)(x) =0. Soit donc x € K", considérons la

famille .7:Z:{X,AX, Azx,...,Amflx} avec m—1= max{k eN|{X,AX,A2X,...,AkX} est Iibre}.

m-1 .
Dans ce cas A"x = Zai A'x avec a € K et A’ = 1. Complétons si nécessaire la famille F
i=0

J: X% —4X +13.

pour obtenir une base B de K". Dans la base B, la matrice de I'endomorphisme A s'écrit,
0 0 0 a

B C . 1 0 0 g . .
0 D ou B= S : est une matrice mxm et D est une matrice

0o --- 1 am71
(n—m)x (n—m). Le polyndme caractéristique de B est donné par
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X 0 O —a,
-1 X 0 —& . X " :
Carg(X) = . ) ) . En développant par rapport a la derniére colonne on voit
0 -« -1 X-a,,4
m-1 ) m-1 .
que Carg(X)=> —-a X'+ X™. Deplus Carg(A)x= Y —-aA'x+A"x=0.Donc

i=0 i

Car,(A)x = Carg (A) - Cary (A)x = Cary (A) - Carg (A)x =0

Il
o
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EXERCICE 6.

Niveau : Premier Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (10.01.05)
Mots Clés : Rang d'une matrice

Enoncé :
1 2 -5 4 -4
0 -3 2 4 -5
-3 21 6
1 0 0 5 1

Déterminer le rang de la matrice

A W DN
o
(o]

Solution :

On rappelle que les permutations de lignes ou de colonnes ne changent pas le rang d'une
matrice. On peut aussi remplacer une ligne (ou une colonne) par une combinaison linéaire de
lignes (respectivement de colonnes) dans laquelle cette derniere intervient sans changer le

. . . 2-0,—1 . . ,
rang. Dans les lignes qui suivent un symbole du type: 1(—4> signifie que I'on a remplacé
"1

la premiere ligne de la matrice par deux fois la premiéere moins la quatrieme, tandis qu'un

c,.C . g . , . .
symbole du type —1-2 signifie que I'on a permuté la premiére colonne avec la deuxieme.
Ona:

1 -1 2 -5 4 -4 -11 2 -5 4 -4 -11 2 -5
2 0 -3 -2 -4 -5 c,.C, 0 2 -3 -2 -4 -5 Gty 0 -3 -2
3 0 9 -3 21 6 0 3 9 -3 21 6 lq 0 9 -3
4 1 0 0 5 1 1 4 0 0 5 1 0 5 2 -5
-11 2 -5 4 4 -11 2 -5 4 -4
204-31, 0 2 3 -2 -4 5| 54,21 0O 2 -3 -2 -4 -5
‘3 0 0 27 0 54 27 f4 0 0 27 0 54 27
0O 5 2 -5 9 -3 0O 0 -19 0 -38 -19
-11 2 -5 4 -4 -11 2 -5 4 -4
(121 0o 2 3 -2 -4 5 1,119 0 2 -3 -2 -4 -5
‘3 o 01 o0 2 1 ‘4 0o 01 0 2 1
0O 0 -19 0 -38 -19 0O 01 0 2 1
-11 2 -5 4 -4
3=t 0 2 3 -2 4 -5
‘4 0o 01 0 2 1
0O 0 0o 0 0 O

et cette derniére matrice est de rang 3.
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EXERCICE 7.

Niveau : Premier Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (10.01.05)
Mots Clés : Classes de conjugaison des matrices 2 x 2

Enoncé :
On dit que deux matrices A, B € M, (R) sont conjuguées s'il existe une matrice inversible

S e M, (R) telle que A=SBS™ . Etre conjugué est une relation d'équivalence sur M, (R)
dont les classes sont appelées classes de conjugaison. Montrer que toute matrice de M, (R)

L . . A 0V (A4 1 a b
est conjuguée a exactement une des matrices suivantes: : : :
0 4L)\0 A4 )(-b a
[Indication : distinguer les cas A diagonalisable, A n'a qu'une valeur propre de multiplicité
géométrique un et A n'a aucune valeur propre réelle. Pour ce dernier cas, regarder A comme
un elémentde M (C) ]

Solution :
Soit Ae M,(R) . Trois cas peuvent se présenter.

Premier cas : A est diagonalisable.
Deuxiéme cas : A n'a qu'une valeur propre de multiplicité géométrique un.
Troisieme cas : A n'a aucune valeur propre reelle.

: : L : 0
Dans le premier cas, la matrice A est conjuguée a une matrice du type {301 AJ :

Dans le deuxieme cas, soit A la valeur propre de A. Soit v un vecteur propre et w tel que
A a
R? =(v)@(w). Dans la base {v,w} la matrice A s'écrit [0 bj avec Aw =av +bw,

a,b e R. Or étant donné que A est l'unique valeur propre de A, on a forcément b= 4. Le fait
que A soit de multiplicité géométrique égale a un entraine que a = 0 et par suite dans la base

1 . (A1
v,—w la matrice A s'écrit .
a 0 A

Dans le troisieme cas, A possede deux valeurs propres complexes conjuguées, notons-les
A=a+ib,A=a—ib avec b=0. Soit v=v, +iv, un vecteur propre associé a 41 avec

v,,V, e R?.0Ona Av = Ay, +iAv, = Av = av, — bv, +i(bv, + av,) et donc

. .. [a b
Av, = av; —bv,, Av, =bv, +av,. Par suite, dans la base {v,,v,} A s‘écrit ( b j . Il nous
-b a

. . A4 0 (4 1 a b .,
reste encore a montrer que les matrices , , ne sont pas conjuguées
0 4L)\0 4)-b a

deux a deux. Mais ceci est évident car les trois cas que nous avons traités s'excluent
mutuellement.
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EXERCICE 8.

Niveau : Premier Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (10.01.05)
Mots Clés : Matrices Trigonalisables

Enoncé :
1. Montrer que dans M (C) il existe des matrices non diagonalisables.

2. Montrer que dans M, (R) il existe des matrices non trigonalisables (on rappelle

gu'une matrice A est trigonalisable s'il existe une matrice inversible S telle que SAS™
est triangulaire supérieure)

3. Montrer que dans M, (C) toutes les matrices sont trigonalisables. [Indication:
procéder par récurrence sur n en se rappelant que si M € M (C), M posséde toujours
une valeur propre.]

Solution :

11
1. La matrice (O J e M, (C) n'est pas diagonalisable. En effet la dimension de I'espace

propre associé a la valeur propre 1 est 1 et il n'y a pas d'autres valeurs propres. On ne
peut donc pas trouver de base formée de vecteurs propres.

1 -2
2. Soit M =[2 1 j Le polynéme caractéristique de M est B, (X) = X2-2X +5.0r

P, (X) ne possede aucune racine réelle, par conséquent M n'a aucune valeur propre
réelle et donc ne peut étre trigonalisable.

3. Par récurrence sur n. Si n=1 il n'y a rien a montrer. Supposons l'affirmation vérifiée
jusqu'a n>1. Soit M e M, (C). C étant algebriquement clos, M posséde une valeur

propre A. Soit v un vecteur propre de valeur propre 4. Complétons v en une base de

A C
C"*. Dans cette nouvelle base la matrice M s'écrit: SMS™ = (O BJ ou BeM,(C)

et S est la matrice de changement de base. Par hypothése de récurrence, il existe
D e M, (C) inversible telle que DBD™ soit triangulaire supérieure. Ainsi

1 0 . (1 0 A cD? _ _ y
-SMS™ - = est triangulaire supérieure.
0D 0 pBD™
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EXERCICE 9.

Niveau : Premier Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (10.01.05)
Mots Clés : Espace des suites et équations aux différences

Enoncé :

On considére I'espace vectoriel C" des suites & valeur dans C avec les opérations d'addition
et de multiplication par un scalaire suivantes: V(a, )y, (0,)y € CY,(a,)y + (0,)y = (@, + b, )y -
VAieC,A-(a,)y = (4a,)y . Soit I'application linéaire D:C" — C" définie par

(ag,ay,...) = (ag,a,,...) .

k-1 ) )
1. Soit A=D"+> A4D' avec 4 eC et D! =DoDo...oD jfois, D’ =id et k 1.
i=0
Montrer que le noyau de A est de dimension k.

k-1 )
2. On considére le polynéme caractéristique P(X)= X* + Z/L-X' associé a A. Soit
i=0
{2,,....2,} les racines de P. Montrer que si z; = zjpour i = j alors

{(z{‘)neN,...,(zQ)neN} est une base de ker(A) avec (z")y =(@,0,..) si z=0.
[Indication : pour montrer que (z'),cns- (Z )nery SONt linéairement indépendantes
écrire que 4 (2))pen -+ A (Z¢ ) ey =0 et montrer qu'en prenant n=0..k —1 on
tombe sur un systeme d'équations défini par une matrice k xk de Vandermonde].

3. Déterminer la suite de Fibonacci a = (a,)y, &, € C définie par D?a—-Da-a=0,
avec "conditions initiales" a; =a, =1.

Solution :
k-1 k-1
1. Soit a=(a,)y. acker(A)< D*a+> A4D'a=0< VneN,a,,, =-> 4a,,; . Ainsi
i=0 i=0

tout élément de ker(A) est uniquement déterminé par le choix de a,,..,a,_, . Par suite
ker(A) = K et donc dim(ker(A)) =k .

k-1 _
2. Soit z une racine de P(X) = X* + > A4X". Montrons que a = (z")  ker(A). En effet
i=0

k-1 k-1 ) kL

Aa=D"a+> A4D'a=(2"") oy + X A" )y =2 [z" + Z/liz'j —a-P(z)=0.
i=0 i=0 i=0

Supposons de plus que les racines de P sont deux a deux distinctes. Notons {zl,..., zk}

ces racines et a; = (z"),.n,1<i < k. Nous avons déja montré que a  ker(A) pour

1<i<k.Montrons que {al,..,ak} est une base de ker(A). Il suffit pour cela de

k
montrer que a,..,a, sont linéairement indépendants. Si > 4a; =0 alors pour tout
i=1
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k

neN, z/iizi” =0. En prenant n=0..k —1 on obtient le systeme suivant,
i=1

(T |
Zl cee Zk ﬂ.’l . Zl cee Zk .
: |=0.0rlamatrice M =| " | estune matrice de
k-1 k-1 ﬂk k-1 k-1
Z¥t o g 7

Vandermonde et nous savons que si les z; sont distincts deux a deux, une telle matrice
est inversible. Ainsi 4, =4, =...= 4, =0.

3. A=D?-D-1. Le polyndme caractéristique associé a A est donc X2 — X —1 qui

1++/5 1- \f
2

admet les racines 4, =

et 4, =———. L'espace des solutions de I'équation

D% — Da—a =0 est engendré par (21 )N ,(ZQ“)N . La condition a; =&, =1 nous

amene a chercher «, f € C telsque o + S = a4 + 4, =1. Nous devons donc

. . 1 1 o 1 .
résoudre le systéme 2x2 : : 5 =l Les solutions sont

A
1-2, _1+v6 , A-1_-1+5 : . . ,
= = B = . La suite de Fibonacci est donnée par
B 25" zf P

a:%'(ﬂlm)N—%'(ﬁzM) :\/_ (ﬂlml /LGﬂ)
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EXERCICE 10.

Niveau : Premier Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (10.01.05)
Mots Clés : Espace orthogonal

Enoncé :
Soit n,m deux entiers >1. Soit A=(g;) € M, ,,(R) (A estune matrice a n lignes et m
colonnes a coefficients dans R ).

1. Montrer que ker(A) = Im(A")* ot A' est la matrice transposée de A.
2. Déduire de 1. que dim(Im(A)) =dim(Im(A")).
Solution :
(aulv)
1. Notons a,,...,a, les vecteurs lignes de la matrice A. Soit ve R™. Av=| ou
(anlv)
(|.) est le produit scalaire standard sur R™ . Par suite, dire que v € ker(A) est
équivalent a dire que v est orthogonal a I'espace engendré par a,,..,a, c'est-a-dire a
Im(A") . Donc ker(A) = Im(A")*.

2. Par le théoréme de la dimension on a,
m = dimker(A) + dim Im(A) = dim Im(A)* +dimIm(A) . Or R™ = Im(A") @ Im(A")*,
donc m=dimIm(A") + dimIm(A")" et en remplagant dans I'expression précédente on
trouve dimIm(A") =dimIm(A).
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EXERCICE 11.

Niveau : Premier Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (10.01.05)
Mots Clés : Polyndmes et théoreme de décomposition

Enoncé :
1. Soit K un corps, p,qe K[X] deux polynémes et A un endomorphisme de l'espace
vectoriel K". Montrer que si p et g sont premiers entre eux alors

ker(p(A)-q(A)) = ker(p(A)) @ ker(q(A)) . [Indication : utiliser le théoreme de
Bézout].

2. Dans les mémes conditions que 1. montrer que si py,..., P, € K[X] sont premiers

deux a deux alors ker(ﬁ p; (A)) = ker(p,(A)) ©...® ker(p,, (A)).

i=1

3. Supposons K algébriquement clos. Soit Cary(X) = (X = 4) -...-(X = 44)“ le
polyndme caracteristique de A avec 4 # 4, sii# j, iai =n. Le théoréeme de
Cayley affirme que Car,(A) =0, en déduire que -

K" =ker(A—4)* @...@ker(A— 44y)“® (ce dernier résultat constitue le théoréme de
décomposition).

4. Montrer que dans 3. dim(ker(A— 21)0“ ) =¢;. [Indication : remarquer que A induit par

restriction une application linéaire A:ker(A— )" — ker(A— )" et que le

1.

-
A i A
polyndme caractéristique de A est (X —4)"" Y

Solution :

1. Si petq sont premier entre eux alors il existe deux polyndmes a(X),b(X) e K[X]
tels que a(X)p(X)+b(X)g(X)=1.0n a l'inclusion évidente
ker(p(A)) + ker(q(A)) < ker(p(A)-q(A)) . Montrons que la somme dans le membre de
gauche est une somme directe. En effet
x e ker(p(A)) nker(q(A)) = a(A) p(A)x+b(A)g(A)x =x=0. Pour finir si
x € ker(p(A)-q(A)), alors a(A) p(A)x € ker(q(A)) et b(A)q(A)x € ker(p(A)) donc
a(A)p(A)x+b(A)q(A)x = x e ker(p(A)) @ ker(q(A)) . Donc

ker(p(A)-q(A)) = ker(p(A)) © ker(q(A)).

2. Par récurrence sur m. Si m =2 l'affirmation découle de 1. Supposons l'affirmation
vérifiée pour m>2. Soit p,,..., p,,, € K[X] premiers deux a deux. Alors p,,,, est

m
premier avec H p;(A) et par hypothese récurrence
i=1
m+1 I m
ker(] [ pi(A)) = ker(] | p;(A)) @ ker(p,,,,(A)) . Toujours par hypothése de récurrence
i=1 i=1
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ker(lm[ p; (A)) = ker(p,(A)) @...® ker(p,, (A)). Donc
i=1
m+1

ker([ | pi(A)) = ker(p,(A)) ®...® ker(p,,;(A)).
i=1

3. Car,(A) =0 entraine ker(Car,(A)) = K". Si Cary(X)=(X =) -...-(X =14)7, 2,
entraine K" = ker(A— 1) @®...® ker(A—1,)"® carles (X —4)“ sont premiers
deux a deux.

4. L'espace ker(A—/ii)ai est invariant par A. En effet si x € ker(A—/?i)ai alors
(A—ﬁi)ai AX = A(A—/L-)O’i x=0 etdonc Ax e ker(A—/ii)ai . Notons
A:ker(A— )" — ker(A— )" larestriction de A a ker(A—4)“ . La seule valeur
propre de A est J; . Par suite Car;(X) = (X —ﬂi)di ol d; =dimker(A—4)“.

Car;(X) divise Car,(X). Pour le voir il suffit de compléter ker(A—ﬂq-)ai en une

. _ B C
base de K", dans cette nouvelle base, la matrice de I'endomorphisme A est (O Dj

ol B,C,D sont des matrices et B est la matrice de A dans une base de ker(A— ﬂj)ai ,
il s'ensuit que Car,(X) = Car;(X)-Car, (X). Nous avons donc d; < ¢; . D'autre part

d d
i=1 i=1

Serveur d'exercices 18/25



Sciences.ch Algébre Linéaire

EXERCICE 12.

Niveau : Premier Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (10.01.05)
Mots Clés : Suites exactes d'espaces vectoriels

Enoncé :
1. Soit V,,...,V, nespaces vectoriels de dimension finie sur un corps K quelconque. On

< . f f f
considére la suite {0} —2—V, —1-V,

2 5V,..V,—1 {0} oules f; sont des
applications linéaires et {O} est I'espace vectoriel réduit au seul élément 0. On dit que
cette suite est exacte si ker(f;,;) =Im(f;), 0<i<n-1. Montrer que dans ce cas f;

n -
est injective et f__, est surjective et que Z(—l)' dim(V;) =0.

i=1
11

2. Montrer que la suite 0 > R>— 2L >R* "2 sR! 50 00 A =|0 1]et
00

A,=(0 0 2) estexacte.

Solution :
1. ker(f)= Im(fo)z{o} prouve que f; estinjective. Im(f, _,)=ker(f,)=V, prouve
que f,_, estsurjective . Par le theoreme de la dimension,
dim(V;) = dimker(f;) + dimIm(f;) . Ainsi,

Zn:(—l)i dim(v,) = i(—l)‘ dimker(f,) + Zn:(—l)i dimIm(f;)
i=1 i=1 i=1

n ) n-1 .
= (-1)'dimker(f;)+ > (-1)' dimker( f;,,) . Cette derniére expression est égale a

i=1 i=1

= Zn:(—l)i dimker(f,) + Zn:(—l)i‘ldim ker(f.) =—dimker(f,) + Zn:((—l)i‘l + (-1’ )dim ker( f.).
i=2

i=1 i= i=2

Or dimker(f,) =0 donc Zn:(—l)i dim(v;) =0.
i=1
11
2. AA=(0 0 2)/0 1|=(0 0) cequimontreque Im(A) < ker(A,). De plus A
00
est une matrice de rang 2 donc dimIm(A) =2 et A, est une matrice de rang 1 donc
dimker(A,) =2. Ainsi Im(A) =ker(A,).
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EXERCICE 13.

Niveau : Premier Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (10.01.05)
Mots Clés : Polyndme caracteéristique d'une matrice inversible

Enoncé :
Soit Ae M, (R) inversible. Montrer que vx € R\{0},Car,  (x) = det(A™)-x"(-1)"Car,(x )
ou Car,(X) et CarA_l(X) sont les polyndmes caractéristiques de A et A™. Que peut-on en

déduire sur les multiplicité algébriques des valeurs propres de Aet A™*?
Solution :

Six=0,Car,_;(x) = det(A™ — xI) =det(A™?) - det(A) - det(A™ — xI) = det(A™) - det(l — xA)
= det(A ™) - det(x(x !l — A)) = det(A ™) - x"(~1)"Car,(x ") . Cette égalité montre entre autre

que si A est valeur propre de A alors A7 est valeur propre de A™ avec méme multiplicité
algébrique.
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EXERCICE 14.

Niveau : Premier Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (10.01.05)
Mots Clés : Polyndme caractéristique

Enoncé :
Quel est le polynéme caractéristique de la matrice M = (m;;) avec m; =1 pour tout
1<i,j<n?

Solution :

n
Soit v =(vy,...,v,)" € C" un vecteur propre de valeur propre 4. Notons s = ka ,ona
1

Mv =(s,s,...,s)'=Av. Donc Vk =1..n,s=Av, etsi 1 =0, Vk=1..n,v, =s/A4 ce qui entraine
A =n.Pour n>2 nous avons donc deux valeurs propres, 0 et n. Le polynéme
caractéristique s'écrit comme, B, (X) = X“-(X - n)” . De plus v est un vecteur propre de

n
valeur propre 0 ssi ka =0 donc 0 est de multiplicité géométrique égale a n—1 ainsi
1

a=n-1et B=1.Nous obtenons donc P, (X)=X""-(X —n).
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EXERCICE 15.

Niveau : Premier Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (10.01.05)
Mots Clés : Espaces vectoriels quotients

Enoncé :

Soit V un K -espace vectoriel et U <V un sous-espace. On définit une relation notée ~ sur
V de la maniere suivante : Vx,yeV,x~yssix—-yeU .

1.
2.

Montrer que ~ est une relation d'équivalence.

Montrer que ~ est compatible avec I'addition et la multiplication par un scalaire c'est-
a-dire: vx,x,y,y' eV,V1eK,si x~xety~y alors x+y~x+y et Ax~ Ax".
Notons V /U I'ensemble des classes d'équivalence pour la relation ~ . Déduire de 2.
qu'en définissant les opérations : x+y=X+Yy et Ax=Ax ou x et y désignent les
classes de x ety eV, on munit V /U d'une structure d'espace vectoriel.

Montrer que si V est de dimension finie alors V /U aussi et
dim(V /U) =dim(V) —dim(U) . [Indication : considérer I'application linéaire

7V >V /U,x x ol x est la classe d'‘équivalence de x.]

Solution :

1.

2.

X—X=0= X~ X ce qui prouve que~ est réflexive. Si x~y alors x—y eU et par
suite y—xeU donc y ~ x, ~ est donc symétrique. x ~ y et
y~7=>X-Z=X-y+Yy—zeU cequi montre que ~ est transitive.

—_—

—
eU eu

Si x~xety~y alors x—x"eU ety—y'eU . Donc
X+y—X -y =x-X+y-y eUetix—-AX'=1-(x-x")eU, c'est-a-dire

y V=a yeuy € (x=x)e
X+y~X+y et Ax~Ax.
Remarquons que grace a 2. les opérations d'addition et de multiplication par un
scalaire sont bien définies. On vérifie immédiatement que V /U est un groupe pour
I'addition avec 0 comme élément neutre et —x comme opposé de x. On a
1-x=1-x =X et le reste des propriétés est évident...

La projection canonique 7:V —V /U, X > X est linéaire, en effet,

T(AX+ 1Y) = AX+ uy = AX+ uy = Az(X) + ur(y) . 7 estsurjective et par le
théoréme de la dimension, dimV =dimV /U +dimker(z) . Or ker(z) =U , donc
dimV /U =dimV —dimU .
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EXERCICE 16.

Niveau : Premier Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (10.01.05)
Mots Clés : Polyndme caractéristique

Enoncé :
Considérons les applications a, : M,(C) > C, 0<i<n-1 (M_,(C) estI'ensemble des
matrices nxn a coefficients dans C) ou a;(A) est le coefficient de degré i du polyndme

caractéristique de A. Montrer que pour toutes matrices A, B, si B est inversible,
a;(AB) =a;(BA) pour tout 0<i<n-1.

Solution :
On a Car,g (X ) = det(AB — XI) = det(B(AB — X1)B™) = det(BA— XI) = Carg, (X) . Le

polyndme caractéristique de AB est le méme que celui de BA, par suite a,(AB) = & (BA).

Remarque : on montre plus généralement que Car,g(X) = Carg,(X) pour toutes matrices
ABeM,(C).
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EXERCICE 17.

Niveau : Premier Cycle
Auteur : Ruben Ricchiuto (10.01.05)
Mots Clés : Formes bilinéaires symétriques

Enoncé :

Soit K un corps quelconque, V un espace vectoriel de dimension finie sur K et
£:V xV — K une forme bilinéaire symétrique.

1.

Montrer que si K est de caractéristique = 2 alors il existe une base {e,,..,e,} deV
telle que SB(g;,e;) =0 si i= j.[Indication : procéder par récurrence sur dim(V).
Montrer qu'il existe x eV tel que S(x,x) =0 et qu'en notant (x) I'espace engendré

par xonaV :<x>@<x>L ol <x>L ={yeV|B(x,y)=0}.]

Donner un exemple qui prouve qu'en caractéristique deux l'affirmation de 1. est
fausse.

On définit le sous-espace H ={x eV | vy eV, B(x,y)=0}.On dit que S est non
dégénéreée si (Vy eV,p(xy)= 0) = X =0. Montrer que S est non dégénérée
< H ={0}.

On suppose K de caractéristique # 2. Soit {91,..,en} une base de V telle que

B(e.e;)=0si i j.Soitrle cardinal de l'ensemble E ={ie{L..,n}| B(e;.&)=0}.

Montrer que I'ensemble {e; | j € E} engendre H et que par conséquent dim(H)=r .

Si V =K", montrer que la forme bilinéaire symétrique définie par
n
vx,y e K", (x|y)=> xy; estnon dégénérée.
i=1
Avec les mémes notations que dans 5, on considere de plus la matrice définie par
A= (8)1<i j<n» & = B(e,€;) ou {e,,...e,} estlabase canonique de K". Montrer que
B(x,y) = (x| Ay). En déduire que H = ker(A) et que par suite 4 est non dégénérée ssi
det(A) = 0.
Déterminer la dimension de H dans le cas ot 8:R*xR® — R est définie par
B((X1 % %), (Y1, Y2, ¥3)) = X Y1+ X1Yp + X V3.

Solution :

1.

Si =0 il n'y arien a montrer, supposons donc g = 0. Démontrons I'affirmation par
récurrence sur n=dim(V). Si n=1 il n'y a rien @ montrer. Supposons l'affirmation
verifiée pour n>1. Soit V un espace vectoriel de dimension n+1. Il existe un élément
xeV tel que S(x,x) =0 carsinon pour tout X,y €V,0=B(X+Yy,Xx+Yy)=28(x,y) et
par conséquent £ =0 (c'est ici qu'on utilise le fait que K n'est pas de caracteristique
2). Soit donc x un tel élément. Considérons la forme linéaire f :V — K définie par
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f(y)=B(x,y). ker(f)={y eV | B(x,y) =0} estde dimension n=dim(V)—1. De
plus x ¢ ker(f), par suite V :< >@ ker(f). Par hypothese de récurrence il existe une
base X;,.., X, de ker(f) avec pB(x,x;)=0sii=#j. XX,.,X, estdonc labase
cherchée.

2. Soit V =T/ l'espace vectoriel de dimension deux sur le corps F, . Soit e,,e, les

vecteurs de la base canonique. On définit S de la maniere suivante :

Plee) = P(e.6) =0,8(e1,6,) = Bley,6) =1. V = {0,e,,6,,€, + &, eton voit
facilement qu'il n'existe pas de base comme dans 1.

3. Supposons £ non dégénérée et soit x e H alors pour tout y eV, B(X,y) =0 et par
suite x =0. Réciproquement si H ={0} supposons que pour tout y eV, A(x,y) =0
alors xe H etdonc x=0.

4. Notant <{ej lje E}> l'espace engendré par {e; | j < E| il est facile de voir que

<{ej | je E}> < H . Reéciproquement, soit xe H . X:Zn:/liei et

i=1
0=(xe)) = ﬂ(zﬂ..,EJ) Zw(e., )=4,B(e, ;). Ainsi pour j¢E,

B(e;.e;) =0 et donc A; =0 par suite x est combinaison linéaire d'éléments de

{ej | j e E}. On en déduit immédiatement dim(H) =r.

n
5. Supposons que x € K" vérifie : vy e K",(x|y) = xy; =0. Dans ce cas en prenant
i=1
pour y les vecteurs de la base canonique on obtient, x, =...=x, =0 c'est-a-dire x=0.

6. Soit x = Zx..,y Zy,eI avec X, y; e K.

i=1

B(x,y) = ﬂ(ZX.e.,Zy,e,) Zx Zy ple.e;) = Zx (Ay); =(x|Ay) ol (Ay);

i=1 i=1 j=1
est la i-eme composante du vecteur Ay. H =ker(A) en effet,

yeH o VvzeK", B(z,y)=0< VzeK" (z]Ay)=0< Ay=0. S estnon
dégénérée ssi H = ker(A) ={0} donc ssi det(A) =0.

7. Lamatrice associée a £ dans la base canonique est A=

o O -
o O B

0
1 | et cette matrice
0

est visiblement de rang 2 donc dimker(A) =dim(H) =1.
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